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 Jakie jest pytanie?    

 Jak możemy modelować 
spotowe ceny energii 
elektrycznej? 

 

 Dlaczego jest ważne? 

Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 
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 Bo można na ten 
temat pisać 
książki ! 

Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 



 Zarządzanie ryzykiem i inżynieria finansowa często 
wymagają modelu cen spotowych, który jest … 

 Realistyczny  

◦ Po co nam nierealistyczny model ?! 

 Oszczędny (‘nieprzeparametryzowany’)  

◦ Szybsza symulacja, mniejsze błędy kalibracji 

 Statystycznie poprawny  

◦ Możemy dopasować dowolny model do każdych danych ... 
... Ale czy naprawdę pasuje do danych? Czy ma sens? 
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 Rynki energii w pigułce 

◦ Struktura rynku 

◦ Rynek spotowy 

◦ Energia elektryczna jest (wyjątkowym) towarem 

 Przegląd modeli 

 Modele MRS drugiej generacji 

Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 5 



Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 6 

Wytwarzanie 

Przesył 

Dystrybucja 



Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 7 

Day-Ahead 

Market
Intraday

Market

Futures and

 Forward

Markets
Bilateral

Contracts 

Balancing

Market

Rynek spot  
(dzień-przed,  

“24/7”) 

Kontrakty 
bilateralne  

Rynek 
balansujący 
(Real-time) 

C
za

s 
d

o
 d

o
st

aw
y 

Giełda (Pool) energii Operator 
systemu 

OTC 

Rozliczenie 
finansowe 

Dostawa 
fizyczna 

Kontrakty 
futures, 
 forward  
i opcje 



Day d  
(24 hours) 

Base Load 24 h 

Peak Load 8-20 h 

Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 8 



9 Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 



Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 10 



Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 11 



Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 12 

Weekendy 
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ln(1100)  7, ln(30)  3.4 



 Ograniczone możliwości  
przechowywania i przesyłu 

 Zależność od pogody i sezonowość  

◦ Dobowa, tygodniowa, roczna 

 Piki (spikes) cen i zapotrzebowania/konsumpcji 

◦ Ekstremalna zmienność, do 50% dla dziennych zwrotów 

 Efekt odwrotnej dźwigni (Inverse leverage effect) 

◦ Ceny i zmienność są dodatnio skorelowane; ale obie ujemnie 
względem poziomu zapasów 
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 Rynki energii w pigułce 

 Przegląd modeli 

◦ Konieczność odsezonowywania  

◦ Modele JD oraz MRS 

◦ Algorytm EM dla modeli MRS 

◦ Problemy z modelami MRS pierwszej generacji 

 Modele MRS drugiej generacji 
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2003          2005          2007         2009       2011 1991         1997         2002         2006        2011 

WIG WIBOR 3M 

Black-Scholes (1973) 
 Geometric Brownian 

Motion (GBM) 

Vasicek (1977), CIR (1985) 
 Mean-Reverting  

Diffusion (MRD) 
??? 
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+ piki cen 
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Skośność  
powodowana cyklem  

dni robocze – dni wolne  
 

Rozwiązanie:  
Dopasować  

krótkoterminową 
komponentę  

sezonową  
(short-term seasonal  

component , STSC) 
 

tj. znaleźć ‘typowy  
tydzień’  



 Funkcje kawałkami stałe (piecewise constant functions, 
dummy variables) dla każdego miesiąca 
◦ Bhanot (2000), Haldrup & Nielsen (2006), Knittel & Roberts (2005),  

Lucia & Schwartz (2002) 

 Sinusoidy (sumy sinusów) z trendem 
◦ Bierbrauer et al. (2007),  

Borovkova & Permana (2006),  
Cartea & Figueroa (2005), De Jong (2006),  
Geman & Roncoroni (2006),  
Lucia & Schwartz (2002),  
Pilipovic (1997), Weron (2006),  
Nowotarski et al. (2012) 

 Wygładzanie falkowe 
◦ Weron et al. (2004), Trück et al. (2007),  

Weron (2008), Janczura & Weron (2009-2011), 
Nowotarski et al. (2012) 
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 Spot price 
Annual cycle (wavelet decomposition) 
Sinusoidal cycle with drift 



 Dekompozycja: x(t) = SJ + DJ + DJ−1 + ... + D1, dla 2J < #obs 

 Na najwyższym poziomie sygnał może być aproksymowany przez SJ  

◦ Dodając tzw. ‘falki matki’ Dj niższych   
poziomów j = J−1, J−2, …, otrzymujemy  
lepsze oszacowanie oryginalnego sygnału  
 tzw. ‘lowpass filtering’ 

 Dla dziennych danych aproksymacje  
S3, S5 i S8 mniej więcej odpowiadają  

◦ tygodniowemu (23 = 8 dni), 

◦ miesięcznemu (25 = 32 dni)  

◦ rocznemu (28 = 256 dni) wygładzaniu 
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EEX2 (2005-2008) 
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 Pierwsze próby modelowania cen energii 

◦ Clewlow & Strickland (2000), Eydeland & Geman (2000), Kaminski (1999) 

◦ Odsezonowana cena spotowa Xt jest opisana modelem JD: 
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Uogólniony dryf 
(generalized drift), 

zazwyczaj powracający do 
średniej (mean reverting) 

Uogólniona zmienność  
(generalized volatility), 

potencjalnie  
heteroskedastyczna 

Proces skokowy z zadaną 
intensywnością i rozmiarem 
skoku – np. złożony proces 

Poissona: dq(X,t) = XdNt 



 Po skoku cena powraca do normalnego poziomu 
wykorzystując mechanizm 

◦ Powracania do średniej (MRJD)   

◦ Powracania do średniej  
ze skokami w dół 

 Deng (1999), Escribano et al. (2002), 
Geman & Roncoroni (2006) 

◦ Skoków w dół tej samej wielkości  
– w skali dobowej (MRD+J) 

 Weron et al. (2004), Weron (2008) 

◦ Powracania do średniej z różnymi ‘prędkościami’ 

 Benth et al. (2007), Benth et al. (2008)  
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 Co robić z okresami następujących po sobie skoków? 

◦ Awarie sieci, generatorów 

 Rozwiązanie: 

◦ Pozwolić procesowi ceny 
aby z pewnym prawdo- 
podobieństwem ‘pozostał’  
w stanie ‘skokowym’ 

◦ Modele przełącznikowe 
(regime-switching models) 

 Markov regime-switching (MRS) 

 Threshold autoregressions (TAR, SETAR, STAR) 
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 Mechanizm przełącznikowy jest opisany łańcuchem 
Markowa o dwóch lub więcej stanach (reżimach) 

◦ Stany nie są obserwowalne 

◦ Estymacja z wykorzystaniem algorytmu EM  
(expectation–maximization) 
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Model dwustanowy: Xt = {1,2} 

Prawdopodobieństwa przejścia: 

1 2 p11 p22 

1-p11 

1-p22 



 Ethier & Mount (1998) zaproponowali model 
dwustanowy opisany dwoma procesami AR(1)  

◦ Wnioski: istotnie różne średnie i wariancje w obu reżimach 

◦ Model MRS typu ‘parameter-switching’ 

 

 Z tym samym zestawem szumów losowych w obu stanach 

 Aktualna wartość procesu zależy tylko od ostatniej obserwacji, bez 
względu na to, z którego pochodzi reżimu 
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 Huisman & de Jong (2003): model dwustanowy 

◦ Z reżimem bazowym typu AR(1) 
 
 
oraz niezależnymi pikami (independent spikes, IS)  
– gaussowską zmienną losową o wyższej średniej i wariancji 

 

◦ Bierbrauer et al. (2004), Weron et al. (2004)  
 piki opisane rozkładem log-normalnym oraz Pareto 

 

◦ De Jong (2006)  piki opisane procesem typu JD 
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 ‘Krok E’: estymacja tzw. smoothed inferences                             

◦ czyli przewidywań, że w chwili t proces jest w stanie i, 
wykorzystując parametry startowe θ(0) 

 ‘Krok M’: dokładniejsze estymatory parametrów  

◦ Każdy składnik funkcji NW musi być ważony odpowiednim 
prawdopodobieństwem typu smoothed inference 

 

 

 

 Kolejny cykl algorytmu wykorzystuje wektor θ(n+1), aby 
wyznaczyć dokładniejsze smoothed inferences 
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 Wartości stanu AR (np. bazowego) są nieobserwowalne gdy 
proces jest w innym reżimie 

◦ Rozkład Xt jest zależny od całej historii (x1, ..., xt−1)  wszystkie 
trajektorie procesu stanów powinny być wykorzystane w kroku E 

 Liczba możliwych trajektorii wynosi 2T (dla modelu dwustanowego) 
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 Huisman & de Jong (2002): użyli prawdopodobieństw ostatnich 10 
obserwacji 

◦ Kiedy można tak robić? 

 Janczura & Weron (2012): w kroku M zastąpili nieobserwowalne 
zmienne xt ze stanu(ów) typu AR ich wartościami oczekiwanymi  

◦ … wyznaczonymi na podstawie całej dostępnej informacji w chwili t, 
wykorzystując rekurencyjny wzór 

 

 

 

◦ Podobne podejście użył Gray (1996) aby uniknąć problemu zależności  
trajektorii od warunkowej zmienności w modelach typu RS-GARCH 
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 Całkowita liczba prawdopodobieństw (liczb 
rzeczywistych) jakie trzeba przechować w pamięci: 

◦ Algorytm EM:    2(2T+1−1) 

◦ Huisman & de Jong (2002):  2{210(T −9)−1} 

◦ Janczura & Weron (2012):  4T 

 To pozwala na od 100 do ponad 1000 razy szybszą estymację 
dla próbek typowej wielkości (kilka tysięcy wartości) niż 
metoda Huismana i de Jonga 
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 Niektórzy autorzy stwierdzali, że ‘oczekiwane wielkości 
pików’ ( E(Yt,spike) − E(Yt,base)) są ujemne  

◦ Np. De Jong (2006), Bierbrauer et al. (2007)  

◦ … ale nie uważali tego za błędna specyfikację modelu 

 Klasyfikacja obserwacji nie była sprawdzana ale … 

◦ … podczas kalibracji prawie wszystkie ekstremalne wartości 
są zaliczane do stanu pikowego 

 ‘Nagłe spadki’ w log-cenach nie są interesujące z punktu 
widzenia modelowania cen i wyceny pochodnych 

 Wydają się ekstremalne tylko z powodu transformacji 
logarytmicznej 
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 Rynki energii w pigułce 

 Przegląd modeli 

 Modele MRS drugiej generacji 

◦ Przesunięte rozkłady pików 

◦ Heteroskedastyczne procesy opisujące stan bazowy 

◦ Zmienne w czasie prawdopodobieństwa  
przejścia 

◦ Testowanie jakości dopasowania 

Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 36 



 Wykorzystanie czynników fundamentalnych do lepszego 
modelowania pików cen: 

◦ Mount et al. (2006): model typu PS, tj. 2 x AR(1), dla log-cen 

 Prawdopodobieństwa przejścia zależne od rezerwy systemowej 

◦ Huisman (2008): dwustanowy model typu IS dla log-cen 

 Prawdopodobieństwa przejścia zależne od temperatury 

 Poprawa jakości dopasowania (goodness-of-fit): 

◦ Weron (2009): ceny, nie log-ceny 

◦ Janczura & Weron (2009, 2010): 

 Przesunięte o medianę rozkłady pików 

 Heteroskedastyczne procesy opisujące stan bazowy 
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 Rozkłady pików powinny nadawać zerowe prawdopodobieństwo 
obserwacjom poniżej pewnego kwantyla cen 

 Niech m = mediana(Xt)  

◦ Shifted log-normal (SLN), dla x > m 

 
 

◦ Shifted Pareto (SP), dla x >  ≥ m 

 

 

 Czy obcięcie na medianie (median cutoff) jest optymalne? 

◦ Generalnie … nie 

Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 38 
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 Koszt obliczeniowy nie jest bardzo duży 

◦ Zazwyczaj wystarczy wykonać mniej niż 100 estymacji aby znaleźć 
lokalne maksimum 
 

(standardowe ustawienia metody sympleksów w Matlabie) 
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 Przesunięte rozkłady  
lepiej nadają się do  
modelowania pików 

◦ Ale … pojawiają się skupiska 
‘normalnych’ cen  
klasyfikowanych jako piki  

◦ Być może inna powinna być dynamika stanu 
bazowego?  

 Wprowadźmy heteroskedastyczność (0) 
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Efekt dźwigni ?! 



 Wprowadźmy trzeci stan dla ‘spadków cen’ 

◦ W przeciwieństwie do modelu  
Huisman & Mahieu (2003)  
cena może pozostawać  
w stanie wzbudzonym  
(piki, spadki)  

◦ Użyjmy ‘odbicia lustrzanego’  
(czy też ‘odbitego’) rozkładu   
log-normalnego dla spadków 

Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 46 
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Efekt 
odwrotnej 
dźwigni ! 



 Dopuśćmy macierz ze zmiennymi w czasie 
(okresowymi) prawdopodobieństwami pij(t) 

 Estymowana dwuetapowo w kroku E algorytmu 
EM: 

◦ Prawdopodobieństwa są estymowane niezależnie dla każdej pory 
roku: zima (XII-II), wiosna (III-V), lato (VI-VIII) i jesień (IX-XI) 

◦ Później są wygładzane wykorzystując estymator jądrowy  
(z jądrem gaussowskim) 

 Ta modyfikacja utrudnia testowanie zgodności 

◦ Tylko p-values dla poszczególnych stanów są podawane 
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 Testowanie zgodności dla modeli MRS nie jest oczywiste 

 Regime classification measure:  
(Ang & Bekaert, 2002) 

◦ Bazuje na założeniu, że dobra klasyfikacja to taka, w której 
smoothed inferences (pt) są bliskie 0 lub 1 

 Nie znamy rozkładu tej statystyki  

 Nie wiemy czy model pasuje do danych, jedynie czy pt są bliskie 
0 lub 1 

 Możemy testować zgodność rozkładów brzegowych 
używając np. testu Kołmogorowa-Smirnowa (K-S) 

◦ Ale testu K-S nie można użyć bezpośrednio …  

◦ W rozważanych modelach ceny, ich różnice czy zwroty nie są i.i.d. 

Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 51 



 Dane są dzielone na 2 podzbiory  
(3 dla modelu 3-stanowego) 

◦ Piki, tj. obserwacje, dla których P(Rtt = 2) > 0.5  

 Mają rozkład fS, np. log-normalny czy Pareto 

 Spadki, tj. obserwacje, dla których P(Rtt = 3) > 0.5  fD 

◦ Residua stanu bazowego, tj. 
pozostałe obserwacje  N(0,1) 

 

 

 Stosujemy test K-S dla  
podzbiorów i łącznie  
dla całej próbki 
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 Ważona dystrybuanta empiryczna (edf)  
 

 

 gdzie 

◦ Nieobciążony i zgodny estymator F(t) 

◦ Statystyka       zbiega (słabo) 
 

do rozkładu Kołmogorowa-Smirnowa 

 Dla γ1=0  Janczura & Weron (2012) 
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 Jeśli parametry są estymowane z danych,  
p-values mogą być przeszacowane 

 Stephens (1978) zaproponował metodę ‘half-sample’ 
(‘połowa próbki’) 

◦ Użyj połowy danych do estymacji parametrów, ale całego 
zbioru do testowania 

 Wyniki są zależne od wyboru ‘połowy’ 

 Nie ma możliwości zwiększenia dokładności  

 Ross (2002) sugeruje użyć symulacji Monte Carlo 
(‘bootstrap’) 
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 Procedura wyznaczająca p-values: 

◦ Parametry są estymowane dla próbki o rozmiarze n   

◦ Zakładając, że próbka ma rozkład               obliczana jest 
statystyka K-S (lub inna typu EDF)  d  

◦ Symulujemy trajektorię rozmiaru n o ‘rozkładzie              ’ 

 Estymujemy parametry    

 d1 jest wyznaczane zakładając, że próbka ma rozkład  
brzegowy   

◦ Powtarzamy procedurę 500, 1000, … razy 

◦ p-value jest wyznaczane jako stosunek liczby razy gdy di ≥ d 
do wszystkich wygenerowanych trajektorii  
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 NEPOOL – średnie dzienne ceny spotowe (day-ahead) 

 2 stycznia 2006 – 2 stycznia 2011 (1827 obserwacji) 

 Rozpatrujemy dwa modele MRS dla odsezonowanych log-cen: 

 

◦ 2-stanowy 

 

 

◦ 3-stanowy 
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 Model 2-stanowy 

Rafał Weron, SEFIN, Poznań 2012 58 



 Model 3-stanowy 
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 To nie jest koniec poszukiwania modelu … 

◦ Należy lepiej modelować pojawianie się pików 

 Diabeł jest ukryty w … odsezonowaniu 

◦ Może należy usunąć piki przed kalibracją 
komponent sezonowych (STSC i LTSC)? 

◦ Może należy użyć danych fundamentalnych aby 
lepiej modelować komponentę LTSC? 
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